1.1 Integrali indefiniti

Calcolare i seguenti integrali e verificare i risultati ottenuti:

1)
/ v dx; / 3z dx.
1+ 22 2z — 1

Per il primo integrale osserviamo che

(% +1)" = 2u,

dunque si ha

T 1 2x 1
de = = |~ dr = ~In(1 4+ 22) +c.
/1+:c2 x 2/1+x2 x 2n( +a°)+c

Verifichiamo il risultato ottenuto, si ha

1 11 1 2 T
SIn(1 + 2° =_- 241 == = _
(2 a( J”C)JFC) A L Gl R wra Rl g
Per il secondo abbiamo, grazie alle proprieta degli integrali,
3x 3 2.3z
dr == [ 2 dx =
/21;—1“: 2/2x—1x
3 [2z—1+1 2z —1 1
:_/—CE + dx:§/x dm+§/ dr =
2 2 — 1 2) 2z —1 2) 2z —1
3 31 2
=" [ de+Z.2 dr =
2/ T 2/2x—1 v
3 3
Si ha
3 3 "3 3 2 3r—32+32 3z
- _l 2 —1 = — — — 2 2: .
<2x+4n|x HC) 2 3 w1 2-1 21

11 risultato ottenuto & esatto.



2)

3)

4
9 ‘ zt—1
/tan xd; /:c?’—a:?—i—:c—ldm'

)
sin® x

tan? z dx = 5 dr =
cos? x

1 —cos’zx 1 cos?
[ e [ — - [ =
cos? cos? cos? x

=tanzx — x +c.

Abbiamo

Verifichiamo il risultato ottenuto:

1—cos?z sin’x )
- — 1= 5 = —— =tan"w.
cos? cos? x cos? x

(tanz — 2+ ¢)' =

Per il secondo basta osservare che

zt—1 (2P =D)(aP+1)
-2tz —-1 22(z—-1)+ax—-1

_ (x — )(x+1)(2®+1)

Ei@-1

Dunque

4_1 2
/ - dx:/(x—l—l)dx:%—l—x—l—c.

-2+ —1

Il risultato e vero, infatti

2 /!
x—+x+c :2—$+1:x+1
2 2 '

/ 1 d / CcosS X J
——dx; —dz.
T — /T V1+sin’x

Per il primo integrale usiamo il metodo della sostituzione, poniamo

r=t = dr=2tdt,

1 2t
dr = dt =
/x—\/Ex /tQ—t

si ha




2
:/ﬁdt:2ln|t—1|+c:21n]\/5—1|—|—c.
Verifichiamo il risultato ottenuto, abbiamo

1 1 1
Vi—1 2y z—x

Anche per risolvere il secondo integrale usiamo il metodo della sosti-
tuzione, poniamo

2ln|yr—1]+c¢) =2

sinx =t = coszdr = dt.

Si ha

cos T d / 1 i
—dr = | —V——dl =
V1 +sin?z V1+t?
=In|t+V1+2|+c=1In|sinz + V1+sin’z| + c.

Deriviamo la funzione ottenuta

1
In|sinz+v'1 + sin? z|+c) = sinz+v/1 4 sin? z)’
( | | ) sinx+\/1+sin2x( )

2sinx cos T

cosx +
. 24/ 1+sin? z .
sinz + V1 +sin’x

cos V1 + sin® x + sin  cos = B
(sinx + V1 + sin’ 7)V1 + sin’ x a
_ cos 2(vV1 +sin?z + sin z) _ cosw
N (sinz + V1 +sin® 2)V1 + sin’ V1t sinlz

11 risultato ottenuto & esatto.

4)

suggerimento: si ponga x = sin®t.

/\/ﬁdx,

Sostituiamo, come da suggerimento z = sin®t =  dx = 2sint costdt,
otteniamo

2sintcost

/\/ﬁ = / /sin? (1 — sin® f) !

2sintcost
= | —/—/———dt=2 | dt =2t +c=2arcsin/z +c.
/\/sithcos?t



5)

Verifichiamo il risultato ottenuto si ha
1

1 1
V-G WE VA

Osserviamo che avremmo, piu semplicemente, potuto anche porre x =
2 = dx = 2tdt, ottenendo

(2arcsin /x4 ¢) =2

2t
dx:/—dt:Qarcsint—l—c:Qarcsin\/E%—c.
ty/ (1 —12)

/xsinxdm; /xQe?’z dx.

In questo esercizio utilizziamo il metodo di integrazione per parti. Per
il primo abbiamo

| =

/xsinxdm = /x(—cosx)’dz =—x COS$+/ cosx dxr = —x cos z+sin r+-c.

Il risultato e esatto, infatti
(—zcosx +sinz+c¢) = —cosx + xsinz 4 cosz = rsinz.

Per il secondo, applicando il suddetto metodo, otteniamo

2
= %63”” 9xe3$ + o /363”” dr =
2 2 2 1
= %6396 — §xe3z + 2—7639” +c= §(9x2 — 67 + 2)e* + c.

Deriviamo la funzione ottenuta, si ha

1 S|
<2—7(9x2 — 67 + 2)e* + c) = 2—7[(18x —6)e +3(92% — 62 + 2)e*] =

1
— 2—7[(27I2 — 18z —+ 18z — 6 + 6)6335] _ $263$,

11 risultato ¢ esatto.



6)

1
/ =2 dx; x(arctan x)* dx.

Anche in questo caso usiamo il metodo di integrazione per parti. Per
il primo integrale si ha

/ln—xdx— /(2\/5)’1nxdx:

2
:2\/511195—/ \x/— x_2\/_1nx—2/—dx—
=2y/xlnz — 4z +c.

Deriviamo la funzione ottenuta

1 2 4 1
(2ﬁlnx—4\/§+0)’=22—lnx—|— Ve ne

NG v 2y T

Per il secondo integrale si ha

2\ /
/x(arctanx)2 dx = / <:v2> arctan® x dr =

2

T
= " arctan®z — — - 2arctanz - dr =
2 2 2
2 2
T ze+1-—1
=" arctan®x — / ————arctanxz dx =
2 1+ 22
z? 9 1
= —arctan“z — [ arctanz dx + arctanz dz =
2 1+ 22
22

1
=3 arctan® r — /(x)’ arctan x dx + 3 arctan®z =

z” 2 1 2
= —arctan“x — xr arctanx + dxr + — arctan® z =
2 14+ 22 2
22

tan” tana + 2 27 g+ L arctan?
= —arctan”r — rarctanr + — T + —arctan” z =
2 2 ) 1+2a? 2

z’ 2 1 2y, 1 2
7arctan x—:carctanx+§ln(1+x ) + —arctan®z + ¢

Verifichiamo il risultato ottenuto

2 1 1 ’
(? arctan® r — z arctan x -+ 5 In(1 +2%) + 5 arctan® x -+ c)



2

2z 9 x
= ? arctan® x + 2? arctan x — arctanx —

1+ 22 1+ 22

1 2« n 12 ¢ 1
— —2arctanx =
21 +22 2 14 22
x? arctan z — x? arctan ¢ — arctan x + arctan

= g arctan? T+ = rarctan’® .

1+ 22

1.2 Integrali definiti

Calcolare i seguenti integrali definiti:

1)

4 1
1
1

——dx.
x? 0o 2+ 3x+2

Per il primo integrale usiamo il metodo della sostituzione. Poniamo

Inoltre
r=1 = t*=1 = t=1
e
r=4 = t?=4 = t=2
dunque
4 2
1 14t
/ +‘/5dx_2/t U=
1 x? 1 t
2 2 2
14t 1
=2 dt =2 | = dt+2 dt =
[ [ aee [
2 —212 2 —172 1
= 2= 241 —-142=-
e U e sy S (i e s

Per il secondo si ha

1 1
T T
[ — "
o 243z +2 o (@+2)(z+1)

Determiniamo A e B tali che

x A n B
(x+2)(z+1) x+1 z+2




3)

2)

Dobbiamo percio risolvere il seguente sistema

A+B=1 = A=-1 ¢ B=2.
24+ B =0

Dunque si ha

1 1
[ ——
0 T4+ 3r+2 0

—[In(z + 1)]5 + 2[In(z + 2)];

1

dx + 2
r+1 v 0 T+2 v

—In24+Inl1+2n3—-2In2=
:21113—31112:1119—1118:1119.

| st

Moltiplichiamo numeratore e denominatore della funzione integranda

er vVa + 9+ /x si ottiene

16 16

1 . Vo +9+ Ve
Vit 9— T A N [ RV

Dunque per la linearita dell’integrale, si ha

16 1

1 16 L 1 161
- 9)2 do + = 3 dr =
0 \/ﬁ \/_ 9/0 (z+9)2 x+9/0 e
102
9
=5 3[ (z +9)3]5¢ +
2

2
— 3_ 3 _.43: 98 64 :12
5 =3+ 57 (98 +64]

1 2
L2 -
2

1

2 1
e x
— dx; dx

Per il primo integrale usiamo il metodo della sostituzione, poniamo

1
—=1 = —le’,
X X



4)

si ha I
r=1 = t=1 ¢ z2=2 = t:§.

1 1
/ —dx——/ etdt:/ et dt =
1 1

2
= [etH/z =e— e

Anche per risolvere il secondo integrale usiamo il metodo della sosti-
tuzione, poniamo

Abbiamo

r=t" = dr=2tdt,

dunque
r=1 = t=1 e z=0 = 1{=0.

1 T 1 t2 1 t3
/ dx:Q/ .tdtzz/ dt.
0o 1+vx o 1+t o L+t

Dividiamo il polinomio al numeratore per quello al denominatore, ot-

Si ha

teniamo
1 142 .
/ T deQ/ (t t+1)(1+1) 1dt:
o 1++x 0 1+t
1
:2/(t —t+1)dt —2 —dt
0
1 1
:2/t2dt—2/tdt~|—2/ t—2/ —dt
0 0
2 5 2 5
:§[t]0—[t] + 2[t]s — 2[In(1 + )]} :§—1+2—21n2—§—21n2.

o ? 2% sin 2
x” sinx dx; —5 Az
0 3wt +1

Per risolvere il primo integrale applichiamo il metodo di integrazione
per parti, si ha

U
/a:sm:cd /x —COST) x:—[:c3cosx]g+3/ 2% cos v dr =
0 0 0

—[2% cos 2|7 +3 (sinz)'dr = —[2° cos x|j+3[x* sin z|] 6/ rsinzdr =
0

N



= —[2% cos 2] + 3[x*sinx]] — 6/ z(—cosz) dr =
0

= —[2% cos 2] + 3[x? sin 2] + 6]z cos 2] — 6/ coszdr =
0

7T_

= —[2% cos 2] + 3[z?sin 2] + 6[z cos x|} — 6[sinz]] = 7° — 67.

Per il secondo basta osservare che la funzione integranda ¢ dispari,
infatti

f(—z) = = —f(x).

Dunque l'integrale considerato ¢ nullo, essendo la funzione assegnata
integrata tra —3 e 3.

1 1
/ x arctan x dx; / arctan z dz.
- 0

1
Per quanto riguarda il primo integrale, notiamo che la funzione inte-
granda e pari dunque

(—x)?sin[2(—x)] _ 2?(—sin(2z)) _ _ a”sin(22)
(—z)2+1 2?2 +1 2?2 +1

5)

1 1
/ rarctanz dr = 2 / x arctan z dzx.
- 0

1

Usiamo il metodo di integrazione per parti, otteniamo

1 L2\
/ zarctanz dz = 2/ (5) arctan  dx =
-1 0

12 1,2
1-1
= [2* arctan z]§ — / = (2% arctan z]j — / vl dx =
0

1—|—:E2 0 1+I2

1 1

1

= [¢* arctan x](l)—/ dx+/ 22 dx = [z arctan xj—[x]j+[arctan x]j =
0 0 x

=arctanl — 1 4 arctan1 = 2% —1= g — 1.
Anche per il secondo integrale usiamo il metodo di integrazione per

parti, abbiamo

1 1 1
T
/ arctan r dx = / (z) arctan x dz = [z arctan x]§ — / dx =
0 0 o 1+a?

= |rarctanz r = |rvarctanx —[n(1 +2%)], =
O 2 )y 1422 02 0

In 2.

1
=arctanl — =1n2 = T
2 4



6)

In5 /— i 3
z; .
e +3 o x?2—3x+2

Per il primo 1ntegrale usiamo il metodo della sostituzione, poniamo
e —1=1t> = ¢%dr=2tdt,
dunque

r=Inp = M —_1=5-1=4=# = =2

(§]
r=0 = —-1=0=¢t*) = t=0
Otteniamo
Mrenver—1 [Pt
et 3 0t2+4
ﬁ 4—4 2 2
:2/ +—dt:2/ dt—S/ dt —
0o 244 0 o 244
g 2 1 8 t 87
_ 2 = 2 _ - _2: I -
= 2[t]; 2/0 (%)2+1dt—4 2[arctanz]o 4 57 4—.

Per 'ultimo integrale dividiamo il polinomio al numeratore per quello
al denominatore, abbiamo

2 = (2> -3z +2)(z +3) + 7x — 6,

dunque

2 3 2 T Tr—6
L A - 3)d R .
/O 22— 3z1+20 /O(x“L ) x+/0 22— 3z12

1 1
2 7T (2 20 —12/7
— de+~ | 222200 g0 =
/0 (7+3) x+2/0 223z 42"

1 1 1
z? 2 7z 2x-3 79 [z 1
=2 43 LA A TR R S—
[2 * x]0+2/0 2 _3:+20 T3 7/0 2?3z 42"

Ora osserviamo che 2 — 3z +2 = (z — 2)(z — 1), dunque determiniamo

A e B tali che
1 B A B

—3x+2_:c—2+:c—1’

10



da cui, risolvendo il seguente sistema,

A+B=0
—-A-2B=1

si ottiene A =1e B = —1. Dunque

1 3 2 3
2 x T 7 1
——dr=|—+3 —In|2* -3 2|12
[ st [T ] gl a2

9 [z 1 9 [z 1
° dz — > dz =
+2/0x—2x 2/0:(;—1“@

) 1
: 7 19 19 1
= {x——i-?)x} +§[ln\x2—3x—|—2ﬂ§ —|—§[ln]x—2|]§ — é[ln]a:— 1])g
1
8

N

3 7 9. 3 9 9. 1 13

1.3 Integrali impropri

Calcolare i seguenti integrali impropri (o provarne la divergenza):

1)
/2 xdx
1 \/l’—l'
Poniamo
r—1=t = dz=2tdt,
si ha
r=1 = t=0 e z=2 = t=1
Dunque
/2 rdx /1 2t(t2 + 1)dt r /1 2t(t2 + 1)dt
= —_— = 1IN _— =
1 3 1
= 2lim (t2+1)dt:2lim{—+t} =
50 Js §—0 | 3 5
. 1 5 4 8

L’integrale considerato converge e vale %

11



2)

3)

+oo 2
/ = .
oo 241

Per definizione, essendo la funzione integranda definita su tutto IR, si

ha N N
< 2 © 2z < 2
dr = d d
/Oo 21 /oo$2+1 x+/c 24100

per qualche c¢. Quindi per verificare se I'integrale e convergente dobbi-
amo dimostrare che entrambi gli integrali della precedente espressione
convergono. Osserviamo pero che

2z 1 q
x2+1N5 quando r — +00,

quindi per il teorema del confronto asintotico

+oo 92
/ 2z
. 241

ha lo stesso comportamento
+o00 1
/ —dx
.

che diverge. L’integrale proposto ¢ dunque divergente.

1
/ zlnxdr.
0

1 1 1 /g2
/ rInxdr = lim zInxzdr = lim (?) Inzdx =
0 5

Abbiamo

2 1 1.2
1
= lim {x—lnx] — lim m—-—da::

6—0 s 0J)s 2
52 1 1
= —lim —1Ind — ~ lim[l — 6% = —=.
6—0 2 4 6—0

L’integrale considerato converge.

12



4)

5)

/ +oo dz
o P2+ 2
Abbiamo, per definizione

/+°° dx _/c dx +/+°° dx
e 242242 ) a?24+204+2 ), 22422 +2

Verifichiamo che entrambi gli integrali sono convergenti. Si ha

/c dx ) /C dx
—— = lim ——— =
o X2+ 242 oo J5 22+ 20+ 2

, ‘ dx : c
= SEl;Iloo ] m = 621}1@[&1"&&11@ + 1)]5 =
= arctan(c—l—l)—(slim arctan(d+1) = arctan(c+1)—arctan[6lim (0+1)] =

= arctan(c + 1) + g

Per il secondo, procedendo nello stesso modo, abbiamo

/+°° dz ) /5 dx
————— = lim —_— =
e 24242 ot ), x24+2x+2

d
dx
- 1 T t Y =
) Grnre i ferctane 1l

= lim arctan(d+1)—arctan(c+1) = arctan| lim (0+1)]—arctan(c+1) =

d——4o00 d——400
m
=5 arctan(c + 1).

Dunque l'integrale assegnato converge e vale

arctan(c + 1) + g + g — arctan(c + 1) = g + g = .

T dy
IRVES
Per quest’ultimo esercizio basta osservare che l'integrale assegnato e

della forma
/+oo d!L‘
1 e’

con o = %, e tale integrale diverge quando o < 1.

13



Calcolare i seguenti integrali impropri, provando che risulta:

1)
%
cos T R
0 /sinz —sin’x 2
Applichiamo il metodo della sostituzione, poniamo
sinx =t = cosxdr = dt,
dunque
0 = t=0 ooy !
x = =0 e x=— =-.
6 2
Otteniamo
™ 1
© cos T z 1
dr = / ——dt.
/0 Vsinz —sin’ x 0o Vt—t?
Utilizziamo ora il risultato ottenuto in 4) del primo gruppo di esercizi.
Si ha
™ 1
3 coS 2 1 1
° dr = lim / ——— dt = 2lim[arcsin V#]} =
0 /sinz —sin’x =0 /s V1 —t? =0
2
= 2lim [— arcsin V6 + arcsin i] =
0—0 2
T
= -2 in(li 0)+2 - —=—.
aI'CSIIl((SEI(l) Vo) + 1=3
2)

+oo x
/ ¢ dz = E
o L% 2
Abbiamo

+oo e c e~ +oo e~
dr = d —d
/_oo 1+ e2 o /_ool—i—e% x+/c 1+ e2® v

Risolviamo i due integrali separatamente, si ha

/ ¢ dr = lim c dx
o 1+ e §——o0 J5 14 €2

Osserviamo che, ponendo

e =t = edr=dt,

14



si ottiene, per quanto riguarda l'integrale indefinito

/ 4 / LI tant + tan e +
Xr = — arctan C = arctane C.
14 e 1+

Dunque

C 61’
/ dxr = lim [arctane”|§ =
oo 1+ ez §——00

= arctan e — lim arctan e’ = arctan e —arctan( lim ¢°) = arctan e°.

d——00 d——00

Per il secondo si ha

400 e
/ dr = lim [arctan e®]® =
c

14 e2 d—+oo
: 6 c c : 6 T c
= lim arctane’—arctane® = — arctan e“+arctan( lim e°) = ——arctan e®.
§—+o00 d—+o00 2
Quindi

oo e T T
dx = arctan e + — — arctane® = —
_ 14 e22 2 2

2
5
/ g — .
0 2—ux

Risolviamo innanzitutto l'integrale indefinito, abbiamo

/\/ﬁdh/%dw:/ﬁdw/ﬁm
[ b -
2/\/%(%)2@%/(2@(4%2)

1
:2arcsing— 2 \/4—x2+c:2arcsing—\/4—x2+c.

1
l—3

2 5
/2 /2
/ —Hcd:v:lim +xd$:

J
= llgin;[?arcsina —V4-0242]=7+2.

oo

3)

1
2d$:

Dunque

15



4)

5)

400 1
/ ——— 5 5 dx
1 P+ 3+ 2

Abbiamo

2

=—In-—-.
3

2° +32° + 22 = x(2* + 3z + 2) = z(x + 2)(z + 1).

Dunque determiniamo A, B e C' tali che

1 A

3 +322+2r +a:~|—2+

quindi risolviamo il seguente sistema

B

A+B+C=0
3A+B+2C =0

2A=1

sitha A=1/2, B=1/2e C = —1. Percio

400 1
——————dr=1i
/1 3 + 322 + 2 T e

1

1 J 1 J
= — lim —dx+— lim
2 §—+oo T 26—+00 J; x4 2
0+ 2 1
= lim [In Vou£2)
§——400 (5 +1 2

1 1
= —51n3—|—1n2 = 5(21n2—1n3) =

[ =
——dx =
1 4 — .’132
Si ha
2 1 )
= lim
/1 m 5—2 J;

J

6—2

16

. . 1 T
= lim |arcsin — — arcsin — | = — —
[ 2 2} 2

0

—_d
3+ 322 + 2x v

C

1

z+1

8

dz — lim dr =
6—>+00 1 $+1
-In3+1n2| =
1. 4

s

5

1

—:c2
7T737T—7T77T

6 6 3



1) Stabilire se la funzione

f(z) = log (1 + é)

¢ impropriamente integrabile nell’intervallo (0, +00). Calcolare esplici-

tamente l'integrale
1
1
/ log (1 + —) dx.
0 T

fla) ~

X

Per z — 400,

Essa, pertanto, non ¢ integrabile in (0, +00). D’altra parte si ha

! 1 ! 1
/ log(l—i——) da::lim/ log(l—i——) dr =

= gir%[(x +1)log(z +1) -z —xlogx + ]} =

=2log2 — (lsirr(l)[(x + 1) log(z + 1) — zlog z] = 2log 2.

2) Applicando i criteri di integrabilita, stabilire se esiste finito

/ | :
———dx.
o Va(l+ )

In caso affermativo, calcolare I'integrale.

Per z — 0,
1 1

N N E
La funzione pertanto risulta integrabile in senso improprio in (0,1].
Effettuando la sostituzione t = /x, da cui

1
dt = ——=d t(0) = tH1) =1
st H0) =0 e t(1) =1,

si ha

R A R

17



3) Stabilire, mediante i teoremi di confronto, se i seguenti integrali sono o
non sono convergenti

1 1 1 1
dz; ——d
/o (1 + 22)y/arctan x ! /0 =233 *

Essendo
TG
z—0 y/arctan
esiste k > 0 tale che
1 - k
Varctanz /.
Essendo poi
1 < 1
3 S <1 per ze€(0,1],

la funzione integranda si maggiora con \% in (0,1]. Allora I'integrale &
convergente, e si vede facilmente che vale /7. Per il secondo, essendo

1 1 1
2 N3 3 7 < 3
T-2P (-a)i-(+a+a2i (-2

I'integrale ¢ convergente perche % < 1.

+o0 )
/ e v dx
1

Essendo, per x € [1,+00), 0 < e < e~ ", si ha

+o0 5 +oo
O</ e ” d:cg/ e Tdr=1.
1 1

L’integrale proposto ¢ dunque convergente.

4) Verificare che l'integrale

& convergente.

5) Dire se il seguente integrale & convergente

400 1
/ log (1 + —2) dz.
1 xr
1 1

Dunque per il teorema del confronto asintotico, si ha che l'integrale
considerato converge.

Per x — 400 si ha

18



