1.1 Integrali indefiniti

Servendosi degli integrali immediati ed usando le proprieta degli integrali
studiate, calcolare i seguenti integrali e verificare i risultati ottenuti:

1)
/x%’/idm.
Osserviamo che
35 _ 345 1. g
/x\/fdx—/x 5 dx /xk?dx
dunque ricordando che
/ n 1 n+1
" dx = "+ ¢,
n+1
si ottiene
/x?’\s/}dm: ! 25 4o = ix%—i—c: 3\/5 x4 = Ex4\5/§+c
1+ % 21 21 21 '
Per verificare il risultato deriviamo la funzione ottenuta, si ha
5 ' 5 "5 21 ;
(ﬁx4\5/§+ c) = (ix? + c) =57 Ex%l’l = Va6 = 2*/x.

2)

/(1 + cosz)° sin z du.

Poiche (1 4 cosz)’ = —sinx, usiamo la seguente regola
Ju@r s d = i@
n+1

1



3)

4)

e otteniamo
/(1 + cosz)’sinx dr = — /(1 + cosz)’(—sinx) dr =
1 6
= _6(1 + cosz)® + c.
Si ha
1 1
(_6(1 + cos 1)® + c) =—5" 6(1+ cosz)’(1 +cosx) =

= —(1 +cosz)’(—sinz) = sin2(1 + cos x)°.

Dunque il risultato ottenuto e esatto.

1
/ dx.
5+ 2x

Osserviamo, per le proprieta degli integrali, che

1 1 2
/ da:z—/ dx
54 2x 2 5+ 2z

dunque se usiamo la regola

fl(x) =1 X Cc
[ F e =i+

otteniamo

1 1
dr = =1 2 .
/5+2x x 2n|5+ x| +c

Verifichiamo il risultato ottenuto

11 |5+ 22| + ! 2 L
—In z|+c) == = )
2 2 54+2xr b4+ 2z

/x2 cos(z%) du.

Anche in questo caso si ha

1
/x2 cos(z?) dx = 3 /3952 cos(z?) dx



5)

6)

e (%) = 32°. Dunque ricordando che

/f/(x) cos f(x)dr = sin f(x) + ¢,

abbiamo )
/:U2 cos(z%) dr = 3 sin(z®) + c.

Si ha
1 ! 1
(§ sin(z°) + c) =3 cos(z°)(z°) = §3x2 cos(z?) = 2% cos(z?).

Dunque il risultato ottenuto e esatto.

[l

Osserviamo che

1
(tanz)’ = ——,
cos? x
abbiamo ; .
t
/ (tan 7) dr = = tan* z + c.
(cosx)? 4
Si ha

1, |
—tan*z 4+ ¢ | == -4tan® z(tanz) = tan®x ,
(4 ) 4 ( ) cos? x

che coincide con la funzione integranda dell’esercizio proposto.

/ 1 1
——— - —dz.
1+log“x =«
Usiamo il fatto che

/;f/(g;) dx = arctan(f(z)) + ¢

1+ f?(z)
e che
(Inz) = !
oz
otteniamo 1 1
/—2 - —dx = arctan(In z) + c.
1+log"x =

3



7)

8)

9)

Verifichiamo il risultato ottenuto

arctan(lnz) + ¢)) = ————(Inx
( ( ) ) 1+1Inz

5 2
/ t dz.
|

Abbiamo, grazie alle proprieta degli integrali,

/5+$2d /5+x2—4+4d /:c2+1d +/ 4 J
€r = €r = X €r =
2 +1 2 +1 2 +1 2 +1

1
:/dx—|—4/ dx =z + 4arctanz + c.

2 +1
Si ha
4 142°+4 2 +5

I
(x+4arctanx—|—c)—1+1+x2 T2 — i

Il risultato ottenuto e esatto.

/(ex +e ") dx.

Abbiamo, per la linearita dell’integrale, che

/(ez—i—ez)daz = /ex dx—i—/ e dr = /ex dx—/(—e””)dx =e"—e "+c.

Il risultato ottenuto e esatto, infatti abbiamo

(" —e+c¢)=e"—(—e")=¢e"+e "

sinz — sin® z
_dx.

1+sinx
Si ha ; )

o (] — s

/sma: sin :I;dx:/smx( sin x) dp —
1+sinx 1+sinx

(] 4 s 1«

:/smx( +81na:')( sinz) dxz/(sinx—sian)dx:
1+sinz



1
:/sinxdx—/sianda::—cosa:—é(x—sinxcosx)—l—c.

Verifichiamo il risultato ottenuto abbiamo

1
(—cosz — é(x —sinzcosw)) = —(—sinx) — 5(1 —cos’z +sin’ 1) =

1
=sinz — 5(1 — 1 4 sin® 4 sin® ) = sinz — sin’ .

10)

x + arcsin? z

V1—a?

Z.

Abbiamo

x + arcsin’ z T arcsin?® x
—_— dr = | ——dz+ | ——
V1—a? V1—a? V1—a?

arcsin®

1 —2x
2/\/1—x2 V1 — a2

1 1
= ——-—1‘(1—x2)1’%+§-arcsin3x+c =—V1-— :z:2+§ arcsin® x +c.

dr =

dx +

Deriviamo la funzione ottenuta

1 1 1
(—vV1-— x2+§ arcsin® z+c)' = (—2x)+§'3 alrcsi1123(,=-1 =

+ 22

1 1
PN
B T arcsin®

Vi 1-a

Il risultato ottenuto e giusto.

Calcolare con il metodo di sostituzione i seguenti integrali e verificare

1 risultati ottenuti:
/ 14+ eV
dz.
N

VvV =t.

1)

Poniamo

Si ha
r=t = dr=2tdt,



2)

3)

dunque

1 N3 t
/ e dx:/Qt-1+e it =
/i

t
:2/(1+et)dt:2/dt+2/etdt:

=2t + 2! + ¢ =2z + 2V +c.

Verifichiamo il risultato ottenuto

(2vVz +2eV 4 ¢) =2

o=
B
B

come volevasi dimostrare.

1
——dx.
/xcosQ(lnx) v

1
lhr=t = —.dz=dt,
x

1 1
- de= [ ——a=
/ x cos?(Inx) v / cos?t

=tant + ¢ = tan(lnx) + c.

Poniamo

otteniamo

Deriviamo la funzione ottenuta, si ha

1

1 = S
(tan(Inz) + ¢) T (i)’

co(lna) ) =

il risultato € esatto.

[——

Poniamo 1 — x = #? si ha
r=1—t" = dr=-2tdt,
otteniamo

| =2 A=



4)

1)

1
= -2 dt = —2arcsint + ¢ = —2arcsin(v/1 — z) + c.
/\/1—t2 ( )

Verifichiamo che la derivata della funzione ottenuta coincide con la
funzione integranda dell’esercizio proposto. Abbiamo

(—2arcsiny1 —x +¢) = —

1 1
2. ——— . (=1)-
21 —x ( \/1 _ (ﬂ)z
1

1 1
:Vl—x.\/l—(l—x)_\/im'

/ sin x d
—dx.
1+ cos?z

In quest’ultimo esercizio poniamo

cosr =t = —sinazdr =dt
e dunque
sin x 1
——dr = — dt =
/1—1—(:0529(: /1—|—t2
= —arctant + ¢ = — arctan(cos z) + c.
Si ha
(—arctan(cosx) 4+ ¢)' = — ! (cosz) = sin
 14cos?w ~ 1+cos?a’

Risolvere i seguenti integrali:

/ dx
24+3rx+1

Osserviamo che il polinomio al denominatore ha radici reali distinte,
dunque si ha

2?4+ 3r+1= <x——_3—;\/g> (:v——_?);\/g) —

= i(2x+3—\/5)(2x+3+\/§).



2)

Ora determiniamo A e B tali che
1 B A n B
(22 4+3—vV5) 2z +3+V5) 20+3—-+5 20 +3+5

Abbiamo

2A+ 2B =
AQ2z+3—V5)+B(22+3+V5) = 1 { i 0,

AB++5)+ B3 —5) = 1.
Risolvendo il semplice sistema si trova

1 1

A= — B=——_.
25 ¢ 25

Dunque abbiamo, per la linearita dell’integrale

/ dx 4 / 1 p 4 / 1 p
= T — xr =
24+3r+1 25) 22+3 -5 2/5J) 20 +3++5

_L/#dlﬂ_i/#dm
V) 22+3-V5 V5J) 224+3—-5

1 1 1 20 +3—+/5
= —1In 2x—|—3—\/5 ————1In 2x—|—3—|—\/§ 4+ec=—n|——mm —
Vit -z He= ST

C.

dz.

/63:4 — 523 + 422
222 —x + 1

Dividendo il polinomio al numeratore per quello al denominatore otte-
niamo
6x* — 52 +4a? = (32 —2)(22° —x + 1) + 7,

quindi si ha

4_ 5.3 2
/6$ ou A dx:/(3x2—x)dx+/de.

202 —x +1 202 —x +1

Risolviamo innanzitutto il secondo integrale della precedente espres-

sione, si ha
1 4
/Ld:ﬂ:—/—wdw:
202 — x4+ 1 4 ) 222 —x+1
1 4r—1+1 1 4dr —1 1 1
=- | ———doe=- | ———dov+- | ———dx.
4/2x2—x+1 . 4/2x2—x—|—1 x+4/2x2—x+1 v
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Ora il primo integrale e uguale a

1
Z—lln(2x2—x+1)+c

mentre per il secondo abbiamo

1 1
22 — 1=9 (2= Z
0 —x+ <£L’ 2x—|—2),

troviamo A e B tale che

1 1 1 7
2= o == — A 2 B A = — B = —
(:c 5% + 2) (x )* + =N 7 © 0
Dunque
1 1 1
/21‘2 x+1dx:§/ 2 z 4
o 7
(e —3)"+ (T)
Ricordiamo che
1 1
/ —————dx = — arctan 9(z) + ¢,
a? + g%(x) a a
otteniamo
1 1 4 (z—1)
[ o= g et i TeT
2 ) dr — 1 n
= — arctan ——— + c.
V7 VT
Abbiamo
6zt — 53 + 422 s 22 1 ) 1 Ap —1
/ 9 — o1 dr == _E+4_1 In(2x —x+1)+2—\ﬁ arctan N +c.

/ dx
2 — 3xr — 412

3 1
—4x2—3x+2:—4<x2+1x—§)

Osserviamo che

9



4)

e troviamo A e B tali che
3 1
$2+Z—lx—§:(x—A)2—|—B = A=——- e B=——

Dunque

—42® —3r+2=—4

Ricordiamo che

1
dr = arcsm + c,
/ va? — 2
otteniamo
/ 2 —3x — 4:1:2 / 43 2 -
+3)
1acs x+§+ acs 8x+3
= — arcsin ¢ = — arcsin
m e
/ dx
Vo2 —x—1
Abbiamo
5at—r—1=5 1 1
5 5)7
Scriviamo
2 L1
5 5
nella forma
(x —A?+B
otteniamo A = = e B = 100 Si ha, ricordando che
dx
————=Inlr+ V2?2t a?| +¢,
/ Va2 +a? | |

/\/ﬁ%/\/@; (my

10

/ 10dz
VoS Jaoe —1p - (vt V5

10

1
= —In|102—1/(102 — 1)2 — 21|+c.



Calcolare con il metodo di integrazione per parti i seguenti integrali
e verificare i risultati ottenuti:

1)

arcsin x

vVo+1

Abbiamo, riscrivendo la funzione integranda in modo opportuno e ap-
plicando il metodo di integrazione per parti, si ha

arcsin x

va+1
= /(2\/1’ + 1) arcsin z dr = 2v/x + 1 arcsin x—/ 2vz + 1(arcsinz) dz =

de = [ (z+ 1)’% arcsin x dx =

1
:2\/x+1arcsinx—2/\/x—|—1‘—dx:

2

1
=2z + larcsinz — / T dr =
1—x 1+x

=2V + larcsinx—2 /(1—3:)_% dr =2Vx +1 arcsinx+2/[—(1—x)_§] dr =

= 2vx + larcsin z+2- (1—35)_%+1+c = 2Vz + larcsinz+4v'1 — z+-c.

1
—1+1

Verifichiamo il risultato ottenuto

1 1 1
2V + larcsin x+4v1 — z+¢) = 2-=(z+1)2 tarcsinz+2vVr + 1 —+
( ) o+ VI—12

1 1 arcsin x r+1 2
4. —(1—x)27H=1) = +2 - :
2( )P (=1) Vo +1 \/(x—l—l)(l—x) 1—x
2)
/ x arcsin x dx.
Si ha
22\’
/xarcsinxdw = / (5> arcsin x dxr =
x? 1 T

2 1 ZL‘2
=3 arcsin x — B /:1:2(arcsin x) dx = 5 arcsinz — — / —dx.

2) V1—2?

11



Risolviamo 1'ultimo integrale per sostituzione poniamo

r=sint = dz = costdt

otteniamo
/ 2 d sm tcost
—axr =
V1—a? V1 — sin?

sin? t cos t sin®t cost

v/ COS2 cost

t 1
= /singtdt: — — —costsint + ¢ =
2 2

dt =

P R

Dunque l'integrale di partenza sara

x? arcsinz 1
/x arcsin x dr = 5 arcsin z — 1 + ZIVl —z2+ec.

Deriviamo la funzione ottenuta

2 arcsi 1 !
(%arcsinx— ! mx—i—zxvl—x?—i—c) =

4
2x x? 1 1 1 1
_ et : R e S e _ 2
= arcsin x + 5 m 1 m+4\/1 x4
1 1 2 1
+-—x - 1—372 2xr) = xarcsinx + — +
4 2( )= ( ) V1—22 41 — 22

+5 Y g
\/1—x2

_ 227 — 1+ (1 —2?) — 2? :
= xarcsmzx + = rarcsinz,

4y/1 — 22

il risultato ottenuto e esatto.

/cccosx dz.

Riscrivendo la funzione in modo opportuno e usando il metodo di
integrazione per parti otteniamo

3)

/azcosxdaz = /:U(sin:r)’dx = xsinx—/sinxdag = rsinx+cos x+c.

12



4)

Verifichiamo il risultato

(zsinz + cosx + ¢)' =sinx + xcosx — sinz = x cos .

/ arcsin< v ) dx.
T+ 1
Abbiamo

. T L T
/arcsm( e 1) dx /(x) arcsm( e 1> dx
: T , T '
= rarcsin — [ z [ arcsin dx
W) ( (V)
= zarcsin | 4/ / 1/ dr =
( x+1) x 2 ( x+1)

33—4—1

. T r+1 z+1—=x
= g arcsin T - . de =
z+1 11— = 2V (x+1)2

z+1

) :L'+1
—xarcsm(” +1> — / -V \/ . :U—i—l
1
= g arcsin - =
x—l—l 2 :1:+1

Risolviamo l'integrale che appare nella precedente espressione con il
metodo di sostituzione, poniamo

r=t = dr=2tdt,

/ t
t2+1

?+1-1
/+—dt:

t2+1
:/dt—/t2+1dt:t—arctant+c:\/E—arctan\/i—i-c.

Dunque

/arcsin( x—xi—l) dx:xarcsin(wx_i_l) Vx + arctan /7 + c.

13

si ha

N | —




5)

Controlliamo il risultato ottenuto verificando che la derivata della fun-
zione ottenuta coincida con la funzione integranda dell’esercizio pro-

posto.
/
T arcsin LI, VvV +arctany/z 4+ ¢ | =
r+1
_ TN, 1 x’1%_1+1 -
= arcsin x- —=z =T =
r+1 V-9 T +1 2 1+2x 2
) x . x 1 x e r+1—2 1 . 1
= arcsin = . _ _
x+1 [z+1-2 2 \x + 1 (x+1)2 2y 2/x(1+x)
z+1

. z — 1 [z+1 1 —(1+a2)+1
e 1 —_ . e
arcs1n< x—i—l) vt r  (r+1)? N 2y/z(1 + x)

, T Nz N —1—z+1 , T
= arcsin = arcsin :
r+1 2 4+1)  2yx(l+x) r+1

/(x2 — 2z +5)e " du.

Per la linearita dell’integrale abbiamo

/(mz — 2z +5b)e dr = /:EQG_”” dx — 2/me‘x dx + 5/6_”” dx.

Applicando il metodo di integrazione per parti ai primi due integrali
otteniamo

/(x2—2w+5)e_x dr = /xQ(—e_x)'dx—Q/x(—e_x)'dx—5/(—e_x)da: =
= —a?e " + 2/3:6’“" dr + 2ze™™ — 2 / e "dr —be " =
= —z%e ™" + 2we " + 2/33(—6_36)/ dr+2e™* —5e " +c¢=

= —2?e " 4 2ze”" — 2we” " — 2 /(—e‘w) dr —3e " +c=

= 2?4 2re " — 2we ™  — 2" =3¢ T +c=—(22+5)e " +c

Verifichiamo il risultato ottenuto, si ha

(—(z*+5)e " +c) = —(2*+5)(—e ™) — 2we " = e (2 — 22 +5).

14



6)

7)

Abbiamo |
/ngcm:/x_?’logxdx:
x
-2\
:/( :; )logxdzvz
1 1 1
= TgElsrt [ onpde=
1 1 , 1 11,
:—ﬁlogx—i—i/x dx:—z—ﬁogx+§-_3+1x +c=
_— L= (logr i)+
T 8T T T T (8T ) T
Si ha
1 1 ' o 11 1, .,
(—@(log:c—i-i)%—c) =——(x )logx—@‘g—z(x )
1 1 1 _ log x 1 1 log x
= ——(-2)2%logr — — — ~(—2)z 3 = =
2( Jo " log 2x3 4( ) x3 2¢3 223 x3

Il risultato ottenuto ¢ esatto.

/xlog (1_I> dx.
14+

Si ha

Joun(iz2) - 5))

_3321 1—z
~ o %\ 1.

11:21 1—2x /
= — 10 —
2 B\1+z

1—=x
g(r) du =

22 1+z2 [1—2Y)
L ) dx
2 1—=x 1+2x

2

x21 1—2z —x?
:—O N
2 B \1+x 1— 22

x21 11—z +/
=—1lo
& 1+ 1

2 142 —1l—zxz—1+4+2x
i ) dr =
2 11—z (1+2)?

2

T

—xde:

2
x
dr = —1
z = 7 log

15

1—=x /—1+1—m2
14+ 1 — 22




—_
+
8

22 11—z 1—z2 1
:EIOg( )_/1—x2dx+/1—x2dx:

:U21 1—x +/ 1 p
=—log| — | —= x.
2 \1+2 1— 22

Risolviamo separatamente 'ultimo integrale, abbiamo

1 1 1 1 1
/ dx:—/ d:v+—/ dr =
1— 22 2] 1—=x 2 ) 14+x

1 -1 1 1 1 1 1
== dax+— dr = —=In[1—z|4+=In|l+z| = =1
2/1_93 x+2/1+x T 5 n | x|+2 n |14z 51

Dunque l'integrale di partenza ¢ uguale a

le 1—=x +11
— 10 — X — 1n
2 \1+2 2

Deriviamo la precedente espressione, abbiamo
l—z\ 22 14+2z —(1+2)—(1—2x) . 11—z (1—2)4+1+z
l+z) 2 1—xz (14 x)? 2 1+ua (1 —12)?

| 1—=z +x2 1 —2 1+1 2
=zlo - — — — = =
t\11z) "2 1 1 a 2 A+ 2)(1—2)

1—x ? 1 -2\ —2>—1+2+1
= xlog ol -1+ xzleog . + 2 =

1+z
1 —

+c.

1+z
11—z

2 1
—xlo
5 g

Abbiamo

in? 1-— 2
/Sm 3Udac:/e_msin2mdac:/e_m (ﬂ) dr =
ex 2
:_/e”’ dx_/e”cos%cdx:
2 2




—x —x 1
= —67 — eTsin2x— §/exsina:cosxda: =

—x —x 1 . 9 /
= g e (D) @ =
2 4 2 2

—x —x —x 1 in2
— _% — eTsiHZx— 64 sin2x+§/(—e_’”) . sz Ll =

—x —x -z 1
— _67 — 64 sin 2z — 64 sin?x — Z/e_m -sin? z dx.

Dunque si ha

1 —x —x -
<1+—>/e_msin2xdx——e _ ¢ sir12x—€4 sin®x + ¢

4 2 4
¥

4 —X —T —X
/e‘x sin® x dx = R {—62 — 64 sin 22 — 64 sin® :E} +c.

Deriviamo l'espressione cosi ottenuta si ha

111 —x 1 ~Tgin 2 1 —x 9 1 —T 4302 1 —T L3
e "+ —e “sinlx e T coslx + —e sz 26 SIMX COST| =

411 1 1

=5 |:§€_$ — §e_$(1 —2sin?x) + Ze_x sin? x} =e “sin’ 2.
Il risultato e esatto.

Integrare le seguenti funzioni razionali fratte:

1)

1
dzx.
/6x3—7x2—3x v

Abbiamo

/ L da;—/ ! dr =
623 — 722 -3z ) 6x (:L’—%) (:Ir—i-%) B

1 1
-5/ seomEy®

Ora determiniamo A, B, C' tali che




2)

dunque dobbiamo risolvere il seguente sistema

A+B+C=0
—%A+§B—%C:0
1
Si ottiene 18
A=-2 B=— =_.
’ TR
Otteniamo
1 1 1 2 1 3 1
do=—= [ —de+— | ——do+— | ———dz =
/6x3—7x2—3x ! 3/95 ”33/(:]5—;) x+11/(w+%) !
11\]+21 3+31 +1+
=—-hzl+shijr—<-|+—=Injz+ | +c
3 33 2 11 3
x® + 2t —8
/—x3—4x dx.

Dividiamo il polinomio al numeratore per quello al denominatore si
ottiene

2>+ 1t — 8= (2 + 1 +4)(2® — 4v) + 42® + 163 — 8,

dunque

2+t -8 ) 22 +dr —2
Ora, determiniamo A, B e C tali che

?4+4r -2 2 44r -2 A B C

w3 —4r  z(z—2)(z+2) ;+x—2+x+2'

Dunque risolviamo il sistema seguente

A+B+C=1
2B —-2C =4
—4A = -2
si ottiene 1 . 5
A:§; B:Z_l € C:_Z



3)

Dunque si ha

3 — Az

1 1
:/x2dx+/xda:—|—4/dm+4-§/—dm—|—
T
5 1 3 1

3 2?

:§+?+4x+21n|x|+5ln|x—2|—3ln|$—|—2|+c.

5 4
-8
/Ldm:

x
—dx.
/ xt —3x2 +2 *
Abbiamo

T T T

P =324+2 (=@ —1) (z— D+ Dz —v2)(x+v2)
Scegliamo A, B, C', D tali che
x A B C D

G-+ eV +v2) 14V -2 w4l a1

che equivale a risolvere il sistema che segue

A+B+C+D=0
—V2A+V2B-C+D=0
—A—-B-20-2D=1
V2A—\2B+2C—-2D =0

si ottiene

1 1
A: B:

5 C=-> ¢ D=—-.

Dunque
x 1 1 1 1
" dr== d - d
/m4—3x2+2 o 2/334—\/5 x+2/a:—\/§ o

1 1 1 1
—— de — = dr =
2 z+1 2 r—1




4)

5)

1
/x4_2dx.

Anche in questo caso si possono determinare A, B, C' e D tali che
I 1 B A N B n Cx+D
=2 (2= V2)(x+V2)(22+V2) (z—-V2) (x+V2) (22+2)

(Osserviamo che il polinomio z* — 2 ha due radici reali distinte e due
complesse coniugate). Risolviamo quindi il seguente sistema

A+B+C=0

V2A— 2B+ D=0
V2A+ V2B - V20 =0
V2V2A —/2V2B — V2D =1

si ottiene
1 1 1
A=—— B=—~—— (=0 ¢ D=———.
VoK W 22
Si ha . 1 )
—dx = dr+
/x4—2 ’ mw/x—w )
1 / J 1 / 1 J
— x€r — r =
422 x+\7_ 2v2 ) 2242
1 \/_ T
=———lz— \/5\ 1n|x+\/_| —— arctan —= +c.
4v/24/2 \/_\/_ V2
32+ 1
—— dx.
[
Abbiamo
322+ 1 322+ 1

(22 —-1)3  (z—13(x+1)%

dunque determiniamo A e B tali che

322+ 1 A LB
(z—13+1)3 (z—13 (z+1)3
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6)

(osserviamo che le radici del polinomio (x? — 1)3, sono tutte reali!).
Risolviamo il sistema

A+B=0
-3A+3B=0 o A+B=0
3A+3B=0 -A+B=1.
-A+B=1
si ottiene ] 1
A=— B=—-.
5 © 2
Dunque
3x2+1 1 o 1 _3
1 1 1 1
— _ . 1—3+1 . 1—3+1 —
> et Ay gyl e
1 1 n T n
A4z +1)2 4z —1)? (22 —1)2
1
dz.
/x3—|—1 *
Troviamo A, B e C' tali che
1 1 A Bx+C

Pl @+ —r+1) R

Risolviamo il sistema

A+B=0
-A+B+C=0
A+C=1
si ottiene 1 ] N
A=—- B=—— C =-.
3’ 3 ° 3
Otteniamo

1 1 1 1z +2
/x3+1dx§/x+1dx+/x2—x+1dx
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7)

1 1 2—
:—ln’l’+1’+§/—x dr =

3 r? —x+1
1 1 2 — 4
3n|x—|— | 6/x2—x+1 v
1 1 [ 22—1 1 3
1 1, 1 1
:§h1|x—|—1\—61n(x _x+1>+§/x2——x+1dx:
Zgln|x+1|—61n(x2—x+1)—|—§ . s da =
(=3 + (%)
1 1 12 r—1
:§1n|$+1|_éln(IZ—x—i-l)—l—iﬁarctan \/7524—@:
1 1 1 20 — 1
=—In|z+ 1| — =In(2* — 2 + 1) + —= arctan + c.

/ 1
dx.
w3 —a?4+x -1

Dividiamo il polinomio al numeratore per quello al denominatore otte-

niamo
'+ 1= -2+ —1)(z+1)+2

Determiniamo inoltre A, B e C' tali che

1 1 _ Ar+ B C

x3—x2+x—1:(9€2+1)($—1) x2+1+x—1'

Risolviamo cioe il seguente sistema

A+C=0
B—-—A=0
C—-B=1
otteniamo
A--L -1 oL
2’ 2 2
Si ha

zt + 1 —iz—1 1
dr = de+2 | —2—24 dr =
/x3—3:2+:1:—1 v /(:H— ) dz+ / x?2+1 :H_/:z:—l .



2 N\ [ z+1
:§+:p+ln|aj—1|—|—2(—§>/$2+1dx:

IZ

T 1
=3 —|—x—|—ln]x—1\—/I2+1dx—/x2+1dx:
2

1
:%+x+1n|x—1|—§1n(x2+1)—arctanx+c.
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